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Fitmaße für Maximum-Likelihood Modelle

Ulrich Kohler, WZB
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Überblick

• Likelihood basierte Maßzahlen

– Likelihood-Ratio-Chi-Quadrat

– Devianz

– Pseudo-r2-Werte

– Informations-Kennziffern

• Maßzahlen auf der Basis vorhergesagter Werte

– Efron’s r2

– McKelvey and Zavoina’s r2

– Count r2

– Adjusted Count r2

Literatur: Long (1997, 93–97,102–113) sowie die darin zitierte
Literatur
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Likelihood-Ratio-Chi-Quadrat

LR = G2 = 2× (lnL(MFull)− lnL(MIntercept)) (1)

LR vergleicht die (logarithmierte) Wahrscheinlichkeit der
beobachteten Daten, wenn alle Parameter des Modells außer der
Konstanten auf Null gesetzt wurden (lnL(MIntercept) mit der
entsprechenden Wahrscheinlichkeit für die gefundenen Werte der
Parameter (lnL(MFull).

LR folgt einer Chi-Quadrat-Verteilung. Die Anzahl der
Freiheitsgrade entspricht der Anzahl der auf Null gesetzten
Parameter.

Im Standard-Output von Likelihood-Modellen wird der Wert als

”LR chi2(#)“.

Im Output von fitstat wird der Wert als ”LR(#)“ bezeichnet.
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. Beispiel:

. use titanic, clear

. logit survived sex age

Iteration 0: log likelihood = -1384.7284

Iteration 1: log likelihood = -1165.9473

Iteration 2: log likelihood = -1164.5484

Iteration 3: log likelihood = -1164.5475

snip ✂

. display 2 * (-1164.5475 - (-1384.7284))

440.3618

. display chi(2,2 * (-1164.5475 - (-1384.7284)))

2 .380e-96
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Devianz

D == 2× lnL(MFull) (2)

D vergleicht die (logarithmierte) Wahrscheinlichkeit der
beobachteten Daten eines Modells mit einem Parameter für jede
Beobachtung (lnL(MSaturate=0) mit der entsprechenden
Wahrscheinlichkeit für die gefundenen Werte der Parameter
(lnL(MFull).

D folgt nicht der Chi-Quadrat Verteilung.

Im Standard-Output von Likelihood-Modellen wird die Devianz
nicht ausgewiesen.

Im Output von fitstat wird die Devianz mit ”D(#)“ bezeichnet.
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Pseudo-r2-Werte

Likelihood-Ratio-Chi-Quadrat und Devianz

• haben keinen vorgegebenen Wertebereich

• sinken mit der Fallzahl

• steigen mit der Anzahl der Parameter der Modelle

Mit Pseudo-r2-Werten wird versucht, eine Maßzahl mit einem
festen Wertebereich zu entwickeln, welche unabhängig von der
Fallzahl ist.

Von einigen Pseudo-r2-Werten existieren ”Adjusted“-Versionen. In
diese wird zudem die Anzahl der Parameter der Modelle
eingerechnet.
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McFadden Pseudo-r2

r2
McFadden = 1− lnL(MFull)

lnL(MIntercept)
(3)

Der Wertebereich von r2
McFadden ist [0, 1)

Die ”Adjusted“-Version von r2
McFadden ist

r2
McFadden = 1− lnL(MFull)−K∗

lnL(MIntercept)
(4)

mit K* der Anzahl der unabhängigen Variablen.

r2
McFadden wird im Standard Output als ”Pseudo R2“ bezeichnet,

im Output von fitstat als ”Mc Fadden’s R2“.

r2
McFadden findet sich nicht im Standard Output. In fitstat wird

der Wert als ”McFadden’s Adj R2“ bezeichnet.
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. Beispiel:

. use titanic, clear

. logit survived sex age

Iteration 0: log likelihood = -1384.7284

Iteration 1: log likelihood = -1165.9473

Iteration 2: log likelihood = -1164.5484

Iteration 3: log likelihood = -1164.5475

snip ✂

. di 1 - (-1164.5475/-1384.7284)

.15900656

. di 1 - ((-1164.5475-2)/-1384.7284)

.15756223
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Maximum Likelihood r2

r2
ML = 1−

(
L(MIntercept)

L(MFull)

)2/n

= 1− exp(−G2/n) (5)

Der Wertebereich von r2
ML ist [0, 1− L(MIntercept)2/n]

r2
ML findet sich nicht im Standard-Output. In fitstat wird der

Wert als ”Maximum Likelihood R2“ bezeichnet.
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. Beispiel:

. use titanic, clear

. logit survived sex age

Iteration 0: log likelihood = -1384.7284

Iteration 1: log likelihood = -1165.9473

Iteration 2: log likelihood = -1164.5484

Iteration 3: log likelihood = -1164.5475

Logit estimates Number of obs = 2201

snip ✂

. di 1 - exp(-(2 * (-1164.5475 - (-1384.7284)))/2201)

.18132943
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Cragg & Uhler’s r2

r2
C&U =

r2
ML

max(r2
ML)

= 1−

(
L(MIntercept)

L(MFull)

)2/n

1− L(MIntercept)2/n
(6)

r2
C&U normiert den Wertebereich von r2

ML auf [0,1].

r2
C&U findet sich nicht im Standard-Output. In fitstat wird der

Wert als ”Cragg & Uhlers’s R2“ bezeichnet.
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. Beispiel:

. use titanic, clear

. logit survived sex age

Iteration 0: log likelihood = -1384.7284

Iteration 1: log likelihood = -1165.9473

Iteration 2: log likelihood = -1164.5484

Iteration 3: log likelihood = -1164.5475

Logit estimates Number of obs = 2201

snip ✂

. display (1 - exp(-(2 * (-1164.5475 -

(-1384.7284)))/2201))/(1-exp(-1384.7284)^(2/2201))

.18132943
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Akaike Information Criteria

AIC =
−2 ln L̂(Mk) + 2P

n
(7)

mit L̂(Mk) der Likelihood des Modells und P der Anzahl der
Parameter im Modell (einschl. der Konstante).

Information-Kriterien dienen zum Vergleich zwischen Modellen aus
verschiedenen Stichproben bzw. zum Vergleich nicht ”genesteter“
Daten.

AIC findet sich nicht im Standard-Output. In fitstat wird der
Wert als ”AIC“ bezeichnet.
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. Beispiel:

. use titanic, clear

. logit survived sex age

Iteration 0: log likelihood = -1384.7284

Iteration 1: log likelihood = -1165.9473

Iteration 2: log likelihood = -1164.5484

Iteration 3: log likelihood = -1164.5475

Logit estimates Number of obs = 2201

snip ✂

. display (-2 * (-1164.5475) + 2 * 3)/ 2201

1.0609246
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Bayesian Information Criteria

BIC = D(Mk)− dfk lnn (8)

BIC’ = −G2(Mk) + df ′
k lnn (9)

mit dfk den Freiheitgraden der Devianz und df ′
k den

Freiheitsgraden des Likelihood-Ratio-Chi-Quadrat.

Je niediriger BIC bzw. BIC ′ desto besser. Negative Werte von
BIC zeigen an, dass das Modell dem ”saturierten“ Modell
vorzuziehen ist, negative Werte von BIC ′ zeigen an, dass das
Modell dem Nullmodell vorzuziehen ist.

BIC und BIC ′ finden sich nicht im Standard-Output. In fitstat

werden die Werte als ”BIC“ bzw. ”BIC’“ bezeichnet.
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. Beispiel:

. use titanic, clear

. logit survived sex age

Iteration 0: log likelihood = -1384.7284

Iteration 1: log likelihood = -1165.9473

Iteration 2: log likelihood = -1164.5484

Iteration 3: log likelihood = -1164.5475

Logit estimates Number of obs = 2201

snip ✂

. display -2*(-1164.5475) - 2198*ln(2201)

-14588.179

. display 2*(-1164.5475+1384.728) - 2*ln(2201)

424.96767
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Maßzahlen auf der Basis vorhergesagter Werte

Bei den vorhergesagten Werte sind zu unterscheiden:

• der lineare Prädiktor

yi∗ = xiβ + ε (10)

• die vorhergesagte Wahrscheinlichkeit für einen bestimmten
Wert der abhängigen Variable

π̂
(Y =y)
i = P̂r(Y = y|xi) (11)

• der wahrscheinlichste Wert der abhängigen Variable

ŷi = y
max π

(Y =y)
i

(12)
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Efron’s r2

r2
Efron = 1−

∑n
i=1(yi − π̂i)2∑n
i=1(yi − y)2

(13)

r2
Efron ist nur für binäre abhängige Variablen definiert

r2
Efron vergleicht die vom Modell vorhergesagten

Wahrscheinlichkeiten eines ”Erfolgs“ mit der
Erfolgswahrscheinlichkeit aus der Randverteilung.

Der Wertebereich von r2
Efron ist [0, 1]

r2
Efron findet sich nicht im Standard-Output. In fitstat wird der

Wert als ”Efron’s R2“ bezeichnet.
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. Beispiel:

. use $kkstata/titanic

. logit survived sex age

. predict phat

. gen zaehler = (survived - phat)^2

. gen nenner = (survived - r(mean))^2

. replace zaehler = sum(zaehler)

. replace nenner = sum(nenner)

. di 1 - zaehler[ N]/nenner[ N]

.21015595
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McKelvey and Zavoina’s r2

r2
M & Z =

V̂AR(ŷ∗)
V̂AR(ŷ∗) + VAR(ε)

(14)

mit V̂AR(ŷ∗) = β̂V̂AR(x)β̂ und VAR(ε) = 1 für Probit-Modelle
und VAR(ε) = π2/3 für Logit-Modelle.

r2
M & Z ist nur für Modelle geeignet, für die der lineare Prädiktor

definiert ist.

Der Wertebereich von r2
M & F ist [0, 1]

r2
M & F findet sich nicht im Standard-Output. In fitstat wird der

Wert als ”Mc Kelvey and Zavoina’s R2“ bezeichnet.
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Count r2

r2
count =

1
n

n∑
i=1

ci (15)

ci =

0 wenn ŷi 6= yi

1 wenn ŷi = yi

(16)

r2
count ermittelt den Anteil korrekt klassifizierte Beobachtungen. Da

allein auf Grund der Randverteilung bereits hohe Anteile von
Beobachtungen klassifiziert werden können empfiehlt sich die
Anwendung der ”Adjusted“-Version der Maßzahl:

r2
count =

∑n
i=1 ci −max(nr+)
n−max(nr+)

(17)
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. Beispiel:

. use titanic, clear

. logit survived sex age

. predict phat

. gen yhat=phat > .5

. gen c = sum(yhat==survived)

. display c[ N]/2201

.7760109

. count if survived==0

. local n0 = r(N)

. count if survived==1

. local nmax = max(‘n0’,r(N))

. display (c[ N] - ‘nmax’)/(2201 - ‘nmax’)

.30661041
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